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Das Geschwindigkeitsgesetz der Gasmolekeln 
Von 

G u s t a v  J/~ger, wirkl .  M i t g l i ed  d. Akad .  d. Wissensch.  

(Mi t  1 T e x t f i g u r )  

( V o r g e l e g t  in  de r  S i t z u n g  a m  4. J u l i  1929) 

Als M a x w e 11 ~ sein Gesetz fiber die Vertei lung der Ge- 
sehwindigkeiten der Gasmolekeln ableitete, setzte er voraus, dal~ 
die Wahrscheinlichkeit einer Geschwin,digkeitskomponente unab- 
h~ngig yon den anderen Komponenten sei. Dies wurde vielfach 
beanstandet und man verdankt in erster Linie B ol  t z m  a n n 2 
den Beweis ffir die Riehtigkeit  dieser Annahme. Derart ige Be- 
weise sind aber ziemlich lallgwieriger Natnr,  ja sie wurden viel- 
fach auch wieder angegriffen. So heiI~t es z. B. in der ,,Dy- 
namisehen Theorie der Gase" yon J. H. J e a n s  (~bersetzer 
Reinhold F f i r t h ) ,  Braunschweig 1926, S. 73: ,,Der Beweis 
(namlich jener yon B o 1 t z m a n n) mul~ annehmen, dab es keine 
Beziehungen zwischen den Geschwindigkeits- und den Lage- 
koo~dinaten gibt, w~hrend tier erste Beweis (von M a x w e 1 l) 
blol~ annimmt, da~ es keine Beziehung zwischen den einzelnen 
Geschwindigkeitskomponenten u n t e r e i n a n d e r gibt. In  beiden 
F~llen las,sen die dynamischen Bedingungen in gleicher Weise 
Beziehungen vermuten, bis nicht alas Gegenteil bewiesen ist, nnd 
es dfirfte schwer sein, einen Grund anzugeben, warum die eine An- 
nahme betreffend alas Nichtbestehen einer B~ziehung gerecht- 
fert igter  sein sollte als die andere." 

Um solche Einwendungen nnm5glich zu machen, babe ich 
auf einem ganz anderen Weg alas Verteilungsgesetz abzqleiten 
versucht ~. Eine Erwei terung dieses Beweises gab ich im ,,Hand- 
buch der Physik",  Bd. IX, S. 375 (1926). Zweck des Folgenden ist, 
zu zeigen, dai~ man, ausgehend yon d er ganz a]lgemeinen Am 
nahme, die Wahrscheinlichkeit  einer Geschwindigkeitskompo- 
nente einer Gasmo~ekel zwisehen u und u + du sei nicht nu t  
yon u, sondern aueh noah von ganz willkfirlichen anderen GrSi%n 
abh~ngig, schlie~lich erkennt,  dal~ nur  eine Abh~ng'igkeit yon u 
allein fibrigbleibt. 

Wir  denken uns ein ,,molekular un- 
geordnetes" Gas in einem zylindrisehen B 
Gef~l~ (Fig. 1), dessen Achse wir zur x-Achse 
eines reehtwinkeligen Koordinatensystems 0 -->X 
maehen. Auf das Gas wirke keine Kraf t .  
Nur  wenn eine Gasmolekel die Ebene A 
A B passiert, soll sie einen Energie- 
zuwachs a parallel zur x-Achse erfahren. Fig. 1. 
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Wir kSnnen uns das etwa so denken, dal~ beim Passieren yon 
A B  auf einer ,sehr kleinen Strecke eine K r a f t  parallel zur 
x-Achse auf die M olekel wirkt.  Wir  wen4en auf das Gas die 
hydrostat ischen Grundgleichungen an. Es gilt  also 

pX dp = 0  
dx  

usw. Es ist p die Diehte, X die Kr a f t  auf die Masseneinheit des 
Gases, p der &asdrnck. Die Gleiehung l~Bt sieh in die Form 
bringen 

d39 = X d x  = dA,  
P 

wenn d A die Arbeit  ist, welche die K r a f t  X leistet, wenn die 
Masseneinheit des Gases den Weg d x zurficklegt. Die In tegra-  
tion ergibt 

s 

l ap = A,  (1) 
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u~d es ist A die Arbeit,  wenn die Masseneinheit des Gases beim 
Transpor t  vo.m Dzmck Po zu p~ fibergeht. 

U~ser Gas befolge alas B o y 1 e sche Gesetz p _ P~ Danach 
P Po 

l~Bt sich die Gleichung (1) umwandeln 'in 

s 

Po f dP = A,  

PoJP 
too 

was welter ergibt 
A Q  0 

In Pl : A  Po undpl=po e po. (2) 
�9 ~ o  2o 

Nach dem l~'fiheren ist A = n a, wenn n die Zahl ,der Molekeln 
der Masseneinheit des Gases ist. Nach tier bekannten Gleichung 
der kinefischen Gastheorie 

Jgo ~z~c2 
jOoV 0 ---~ _ _  __ 

P0 3 
kSnnen wit  bilden 

3 3a A P0 z ~za. 
Po nmc 2 mc 2 

somit die Gleichung (2) 
3 a  

Nach tier kinetisehen Theorie kann nur  Gleichgewicht 
zwischen den beiden Teilen unseres zylindrischen GefaBos be- 
stehen, wenn in jedem beliebigen Zeitabschnitt gleich viel Mo- 
lekeln yon links nach rechts wie yon rechts nach links die Ebene 
A B passieren. Von der Vertei lung der Geschwindigkeiten fiber 
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die Gasmolekeln nehmen wir an, ,dal~ sie gesetmnggig ist trod dab 
die Wahrscheinliehkeit, dab eine N olekel eine Geschwindigkeits- 
kompollente zwischen u und u @ du senkrech~ zu A B besitzt, dutch 

du gegeben ist, wo.bei ~ eine Funktion yon u, aber auch yon 
ganz beliebigen an.deren Variabe]n i st. Solche kSnnten etwa sein 
die bei,den an,deren Geschwindigkeit,skomponenten v nnd w, ferner 
die Lagekoordinaten x, y, z tier Molekeln, die Dichte p .des Gases, 
der Druck p usw. Ist in der linken Seite ,des Gef~l~es die Zahl 
der Molekeln in der Volumelleinheit No, so ist dort die Zahl der 
Moleke]n -con der eben genannten Eigenschafg No~ du, analog 
rechts N1r du. Die Zahl der Molekeln, die in ,der Sekunde ,dutch 
die Fliicheneinheit yon A B yon links nach rechts gehen, wird sein 

f No u d u = No ~ 2 ' (I) 
q~ 

Die reehte Seite diesel' Gleichung ergibt sieh aus der ~3berlegullg, 
dab yon den No lVlolekeln nur die I-I~lf~e gegen die Ebene A B 
fliegt, die andere yon ihr weg. Diese zi~hlt al.so nicht mit. ,7 be- 
deutet somit den Mittelwert aller positiven Geschwindigkeits- 
komponenten. 

In  gleicher Weise finden wir die Zahl der nach links durch 
A B tliegenden Molekeln. Doch haben wir dabei zu bedenken, dal~ 
n~r jene Nolekeln wirklieh hindurchgelangen, deren kinetische 
Energie parallel zur x-Achse griil3er als die zu leistende Arbeit 

a ist. Es muB a l s o - - ~ - >  a sein. Wir  kSnnen somit .das obige 

Integral  (I) nicht yon 0 his cx) nehmen, sondern nur  yon ~t > ]/2/~ 
V~Si- 

an und erhalten so 

du 

V# 
Zur Wahrung  des Gleiehgewiehtes mug (I) = (II), d. h. 

cX) 

J 

V# 
sein. Naeh unserer Amnahme kann q~ aueh eine Punktion yon N~ 
sein. Da jedoeh die Integration nur naeh u genommen wird, so 
sind alle fibrigen Variablen des ~ bei der Integration als konstant 
zu behandeln. Es kann somit N~ aueh vor das Inte~ralzeiehen 
gesetzt werden, so dag wir weiter bilden kSnnen 

C~ 

No Po = ~ u~du 

Vg 
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ur~d sehliel]lich un te r  Ber t icks icht igung der Gleichung (2) 
3a 

u c p d u z  2 - e  mc~ 

Vg / _ _  

erhal ten.  W i r  setzen ] / - ~ - =  x, das ergibt  
3x2 

f ~ - - - - "  
u ~ d u = ~ - e  22g 

Z 

~u~d~,~fiir u = ~ den W e r t  0 a n d  u = x den W e r t  Es  mll]~ also 
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- -  2~ e annehmen.  W i r  k5nnen somit dasax., al lgemeine In t eg ra l  an 

f ?-t 2cT xc~dx = - - ~ - e  

bilden, dessen Different ia l  
3x~ 

3~x 2~  dx x ~ d x :  _ e 
2 c  2 

ist. Ki i r~en wir  h ie r  durch  x und  setzen wir  fiir x wieder  die 
Geschwindigkei t skomponente  ein, so wird  

3 u2 

e d~. 

r du  ist aber  die Wahr sehe in l i chke i t  e'iner Gesehwindigke i t skom-  
ponente  zwisehen u und  u + du. Ziehen wir  alle Gesehwindig- 
ke i t skomponen ten  yon - -  oo bis -F ~ in Bet raeht ,  so muir demnaeh 

+ ~ + z~ 3u2 

f . [" 3a 2~ au : ! _ e du ~ 1 
J 2c ~ 

sein. Darans  findet sich nach  bekannten  Rechenmethoden  
q~2 

1 aS 

2 J  ~o_ setzen. wenn wir  noeh ~ -  

Dami t  e rg ib t  sieh die Wahrsche in l i ehke i t s funk t ion  ~ ta ts~cm 
l~ch nur  abh~ngig yon u, u. zw. in der yon M a x w e 11 zuerst  auf- 
gestel l ten Form.  

Die ~ o n s t a n t e  a, bekannt l ich  die wahrscheinl ichste  Ge- 
sehwi~digkei t  der Molekeln,  gnder t  sich m i t  der  Tempera tu r .  
I h r  Qnadra t  ist  ja  .der absoluten Temper .a tur  proport ional .  

W i r  kSnnen  sehliel~lich sagen:  ,,Die Geschwindigke i t skom-  
ponenten  sind deshalb vone inander  unabhangig ,  weil  die hydro-  
s tat ischen Grundgle ichungen  vone,inander unabh~ingig sind. Das 
i st die Ursaehe,  w a r u m  in der LSsung fiir ? neben u nieht  noch 
andere  Var i ab len  auf t re ten ,  insbesondere Grii~en, die mi t  der  
R i eh tung  der  y- End z-Achse im Zusammenhang  stehen." 


